Aufgabe 11:

Vorbemerkung: Eine ,Zufallsvariable® ist eine eindeutige Funktion bzw. eine
Abbildungsvorschrift, die angibt, auf welche Art aus einem Elementarereignis
eineredle Zahl gewonnen wird.

z.B. Minzwurf:  Kopf = 1
Zahl = 2 oder
z.B. 2 Wirfd: Merkmal = Summe der Augenzahlen, aso
X14) =9

hier: ,,Bilde die Summe der Augenzahlen der beiden Wurfe!®

diskrete Zufdlsvariable:

kann endlich viele verschiedene Werte annehmen (x, ..

Setige Zufallsvariable;
kann unendlich vide verschiedene Werte annehmen

k
Erwartungswert E(X) =& x; xf (x;)
j=1

z.B. madgliche Ereignissebel einem Wurfelwurf
E={1234,56 mit f(x) =é
Erwartungswert
E(X) = & % XF(X.) = 1X+ 25 4 35 4 A+ B 4 63
(X)= A X xT(x) = Ixg+2xg+ 3xg+ axg+ DG +0xg
E(X —lxg. —1x21—35
(X)=45 ax =g21=3
. &
Varianz VAR(X) =a [x - E(X)]" xf (x,) = 2,917
j=1
L 6sung der Aufgabe:
a)
1. Schritt:

madgliche Ereignissebel zwel Wiirfeln

Ereignisraum:

X

Darstellung des Ergebnisraumes (Definitionsbereich von X)



{

1,2 (1) (1,3 (14 (1.5 (19
(22) (21) (23 (24 (25 (2.6
B2 B (B3 (34 (35 (39
42 (41 (43 (44 45 (4.
52 51 53 (54 (55 (506)
6,20 (61) (63) (64) (65 (66)

p 36 Elementarereignisse g

2. Schritt: Bestimmung des Wertebereiches von X

P Definition des Zufdlsereignisses A: , Gleiche Summe der
Wiirfdaugen*

A ={g|X(g)=x)
Ereignisraum:
A, A, As A, As As A, Ag Ag A Ay
2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9
6 7 8
7

p Festlegung des WertebereichesZ:  Z2={2,3,...,,11,12}

3. Schritt:  Bestimmung der Wahrscheinlichkeit f (x;)

P Eintrittswahrscheinlichkeiten von A,
gunstige_ Ereignisse
P(AJ'):un — — =3
gunstige_Ereignisse €

P(A)={e|X(e)=x,}

» Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x;)* ener diskreten Zufdlsvariable




Eine allgemen angegebene Zuordnungsvorschrift, nach der jedem Wert
ener diskreten  Zufdlsvariablen eine entsprechende Wahrscheinlichkelt
zugeordnet wird, heilt ,, Wahrscheinlichkeitsfunktion®.

f(x)=p(X=x) mt f(x)*0 und a f(x)=1

(4) = p(x=2) = P(A) = 2

f(6)= p(x=9 = P(A) = =

1 5
f06) = p(x =8 = P(A) =

2 4
f(><8)=p(x=9)=P(A;)=%

3 3

f(%) = p(x=4) = P(A) = f(%) = p(x=10) = P(A) =
4 2
f(x)= p(x=5 = P(A)=— f (%) = P(x =11) = P(A) =
1

5
f (%) = p(x= 6 = P(A) = =

f(x) = p(x=12) = P(A,) = 36

6
f(4)= PXx=7)= P(A) =5

b

Erwartungswert:
S
E(X)=a x; xf(x,)
=1
E(X) =2><i+3><£+4x3+5xi+6x£ +7x£+8x£+9xi

36 36 36 36 36 36 36 36

3 1
+10x—+11x—+12%—

E(X)=

=2 _,
36

36

36

E(X) entspricht dem Mittelwert der Vertellung.

4. Schritt: Tabdlarische Darstelung und Arbeitstabelle

x | ) F05) x>F(x) | %= BOOT [x - E(X)] xf (%)
2 | U3 1/36 2/36 -5 25/36
3 | 2536 3/36 6/36 -4 32/36
4 | 336 6/36 12/36 -3 27/36
5 4/36 10/36 20/36 -2 16/36




6 5/36 15/36 30/36 -1 5/36

7 6/36 21/36 42/36 0 0

8 5/36 26/36 40/36 1 5/36

9 4/36 30/36 36/36 2 16/36

10 3/36 33/36 30/36 3 27/36

11 2/36 35/36 22/36 4 32/36

12 1/36 36/36 12/36 5 25/36

S 1 E(X)=7 0 VAR(X) = 5833

P Vaianz.
VAR(X) = 5833

Darstellung der Wahrscheinlichkeitsfunktion:

Wahrscheinlichkeitsrechnung

0,18

0,16 T

16
5/36 5/36
014 +
012 + 1/9 19
010 +
1/12 112
008 +
006 T 118 118
004 T 156 1/36
0102 -J l
0,00 - : : : : : : : : : :
2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1

, Vertellungsfunktion® einer diskreten Zufdlsvariablen:

Als ,Vertelungsfunktion” F(x) einer Zufalsvariablen X bezeichnet man die
Funktion, die die Wahrscheinlichkelt dafir angibt, dal3 die Zufalsvariable X
hochstens den Wert x annimmit, also beschreibt sie die Wahrscheinlichkelt, dal3
X kleiner gleich (£) x;ist.



F(x)=p(x£x)=a f(x)(anaog zur Summenhaufigkeitsfunktion)

F(x)=<

4/5

3/5

2/5

15

/D (x<2)
1/36 (x<3)
3/36 (x<4)
1/6 (x<5)
10/36 (x<6)
15/36 (x<7)
7112 (x<8)
13/18 (x<9)
5/6 (x<10)

1(x£12)

| LV/12 (x<11)
35/36 (x<12)

Vertellungsfunktion

<2 X<3

x<4

x<5

X<6

xX<7

X<8

X<9

x<10

x<11

x<12

Reihel 0 1/36

v12

16

5/18

5/12

7/12

13/18

5/6

11/12

35/36




b) wie hoch mif¥e der Einsatz mindestens sein?

Der Einsatz mifite dem Erwartungswert entsprechen, damit die Bank ohne
Gewinn und Verlust spielt, also

E(X) = 5 X, xf(x)=7
i=1



Aufgabe 12:

Tabelle;
X f(x) F(x)) x>f(x) | x-EX) |[x- E(X)] x
8 3/24 3/24 1 -8 8
12 424 7/24 2 -4 2,67
16 9/24 16/24 6 0 0
20 6/24 20024 5 4 Z
24 2/24 24/24 2 8 5,33
S 1 E(X) =16 0 VAR(X) = 20

Zeichnung der Vertellungsfunktion:

Verteilungsfunktion

115

4/5
3/5
2/5
T
. L E . . .
8 12 16 20 24

Aufgabe 13:

Der Gewinn wird der Einfachheit halber als Einnahmen - Ausgaben definiert.
Fir die L6sung sind also die Einnahmen der Versicherung den entsprechenden
Ausgabeerwartungen gegentiberzustellen. Der Saldo ist dann der Gewinn bzw.

Verlust der Versicherung.

Die Einnahmen ergeben sich aus der Verscherungspramie:




E = 450- DM

Die Ausgabeerwartung der Versicherung ist der Auszahlungsbetrag der
Versicherung fir das multipliziert mit der Sterbewahrscheinlichkeit des
Versicherungsnehmers, also

E(oq = 60000>0,004 = 240,00DM

Tod

Berechnet man die zu erwartende Auszahlung a's Erwartungswert der
Zufdlsvariablen X (Auszahlungsbetrag) mit x, = 0 im Uberlebensfall und
x, = 60000 im Sterbefall, so ergibt sich:

E(X) =& x xf (x) = 00,996 + 60000>0,004 = 240,00DM
Der erwartete Gewinn betrégt also

G =450,00DM - 240,00DM = 210,00DM

Aufgabe 14:

Eine Dichtefunktion hat die Eigenschaft, dal? die Flache unter ihrer Kurve den
Wert 1 hat, also Of (x)dx = 1, deshalb muR gelten

% % % éx2 U
1= OF (x)dx = (k »xdx = k xOxdx = kg
¥ 5 5 62 v

1—k8®2 5—2¢—k881' 250_ | 08
TR 0y V€ 2 &
1

P k

"2

Graphische Darstellung der Dichtefunktion:

f(x)
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F(¥) = Of(v)dv= Q55v)dv = X~ = -
i s 28
i0 "
i fir  x<5
f1

F(=IgA{x" - 29 fir  5£x£9

-T'-l fur X>9

Graphische Darstellung der Vertellungsfunktion:
f(x)
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M edian der Funktion:

Der Median ist der Wert, der die Vertellung in zwel gleiche Haften teilt, also
der x-Wert, bei dem die Verteilungsfunktion den Wert 0,5 hat.

D.h.

U x=Med.=+563=728

Erwartungswert der Funktion:

% S 1 %1 61
E(X) = Oxf (x)dx = Qxx2—8xx)dx O—x?dx ) x3El =8,678- 1,488= 719
5 5

Varianz der Funktion:

9
VAR(x) = O xf (x)dx - E(x)2 = O—x?dx 7192 = g ¢l
5

112 95

7,192 =58,58- 558- 7,192= 1,304



Aufgabe 15:

Die Wahrscheinlichkeit, dal3 Papageien das Sprechen erlernen, ist
binomidvertellt. Die Binomidverteilung zdhlt zu den diskreten Vertellungen.
Segilt fur zweiwertige Zufalsgrél3en, d.h., die Variablen haben genau zwel
Realisationsmoglichkeiten (sprechen/nicht sprechen). Diesen dichotomen
(zweigeteilten) Varidolen liegen einander komplementére Ereignisse zugrunde.

Das gungtige Ereignis wird mit der Wahrscheinlichkeit ,,p* belegt, wobel

0£ p £1is. Das komplementére Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit ,,g“. Danur
diese beiden Redlisationsmdglichkeiten existieren, teilt sch die

, Gesamtwahrscheinlichkelt* auf in,p“ und ,,q* b p+qgq=1

Die Wahrscheinlichkeit, bei Durchftihrung einer ,,Bernoulli-Kette” der Lange
»n genau k* Treffer zu erzielen, ist gegeben durch die Formel

Bl g(—xp xq" (Herleitung der Forme auf S. 249)

a) genau 2 von 5 Vogeln sollen singen konnen

nkp gk_xp Xq alg)

82->042>(1 04)" g(e ">Q|—>042>063

p(2g[]nst|ge
=10>0,160,216 = 0,3456
(vgl. mit dem Tabellenwert)

p( 2glnsti ge)

Wolfgang A. kann mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,3456 damit
rechnen, dal3zwel seiner VOgel das Sprechen lernen.

b) Wahrscheinlichkeit, dal3 keiner sprechen kann, ergibt sich als:
B0
Bsood = 8030’40 %0,6° =1x1>0,07776 =0,07776

c) Wahrscheinlichkeit, dal3 wenigstens einer begabt ist.

» Wenigstens einer” bedeutet, dal? 1,2,3,4 oder sogar ale 5 das Sprechen
erlernen. Das Ergebnis errechnet sich also aus der Addition der
Einzelwahrscheinlichkeiten fur 1,2,3,4 oder 5 Sprecher, oder as
1- B0, dem ,sicheren Ereignis® abzlglich der Wahrscheinlichkeit dafur, das
keiner das Sprechen erlernt.



00
1- 8(5004 =1- gg >O4°>065—1 0,07776 = 0,92224

Mit 92,224%iger Sicherheit kann mindestens einer der Voge sprechen.
d) Berechnung des Erwartungswertes und der Varianz der Binomiaverteilung

Erwartungswert: E(x)=n>p=504=2
Vaianz VAR(X) =n>p>q=5°04°0,6=1,2

Aufgabe 16:

Die Wahrscheinlichkeit p, dal? jemand der den Laden betritt etwas kauft, betrégt
0,2. Es betreten n =5 Kunden den Laden.

a) Wahrscheinlichkeit, dal? keiner kauft
B0
Bsooz = 805’0’20 X0,8° = 14>0,32768 = 0,32768
b) Wahrscheinlichkeit, dal3 2 oder 3 einen Anzug kaufen:
BO 2 e84 20 03,02
Raese 9 = Bsao) * Beaon) =802 208’ +¢520,2° 08" =0,2048+0,0512 = 0,256

Die Wahrscheinlichkeit betragt 25,6%.

c) Wahrscheinlichkeit, dal3 wenigstens einer einen Anzug kauft

entspricht entweder der Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten fur 1,2,3,4 und
5 Kéaufer, oder
1-(Wahrscheinlichkeit fur keinen Kunden), also

5002

1- B =1- g)—@ 2°>0, 85 +=1- 0,32768 = 0,67232

Die Wahrscheinlichkelt betragt 67,232%.

d) Wahrscheinlichkeit, dal? dle einen Anzug kaufen, betragt

80 o]
B( 5502 +0,2° x0,8° +=1>0,00032 4 = 0,00032
/50, o .



Die Wahrscheinlichkeit betrégt 0,032%.
Erwartungswert und Varianz bel n= 20 Kunden:
E(x)=n>p=20°0,2=4 Kunden (4 von 20 Kunden werden im A enen Anzug

kaufen)
VAR(x) =n: p>q=20°0,2:08= 3,2 Kunden.



