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1. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Ereignisse

Elementarereignisse: e, (nicht zerlegbar)
Ereignisraum: £ = {el, e, ", en}

Zusammengesetztes Ereignis: z.B. A mit {¢, € A}

Ereignisoperationen Ereignistypen

Vereinigung AUB Teilereignis

Durchschnitt ANB sicheres Ereignis

Differenz A-B unmogliches Ereignis

Aquivalenz A=B komplementires Ereignis

Sitze von de Morgan ANB=AUB disjunktes Ereignis
AUB=ANB

Wabhrscheinlichkeits-Konzepte

Objektive klassische Wahrscheinlichkeit (a-priori)

_ Anzahl der giinstigen Fiille n(A)

P(A)= =
Anzahl der moglichen Fille n(E)

Objektive statistische Wahrscheinlichkeit (a-posteriori)

Subjektive Wahrscheinlichkeit (z.B. bei Gliickspielsituationen)

durchschnittliche zu erwartender Gewinn Einsatz

P(A)= =
bei Erfolg ausgezahlter Gewinn Auszahlung

Bc A

2|
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Axiome der Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff
1.0<P(A)<1
2. P(S)=1

3. P(AUA U...UA)=D P(A)

i=1

Schlussfolgerungen aus der obigen Axiomatik:

1. P(A) =1-P(A) 2. P(B)=1-P(S)=0 3. P(B)XP(A) firBC A
4. PLANB)=P(J)=0 5. P(LAuUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)
(fiir disjunkte Ereignissen) (Additionssatz fiir beliebige Ereignisse)

Sitze zur Unabhéingigkeit bzw. Abhéngigkeit von Ereignissen

» Multiplikationssatz fiir unabhdingige Ereignisse:

P(ANB) = P(A)- P(B)

» Multiplikationssatz fiir abhdngige Ereignisse:

P(ANB) = P(A)- P(B|A)

» Formel fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit:

P(ANB)

P(B|A)= )

> Das Theorem der totalen Wahrscheinlichkeit:

Hm=iP%%Hﬂ4)

» Der Satz von Bayes:

P(A)- P(B|A)
P(B)

P(A)- P(B|A)

P(A|B) = bzw. P(A|B)=—

D> P(A)-P(B|A)
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2. Kombinatorik

Wird die Gesamtheit oder eine Teilauswahl der Elemente betrachtet?

» Bei Betrachtung der Gesamtheit aller » Elemente:

Permutation P =n!
mit Beachtung der
Anordnung

Permutation
Elementen kon—k (

mit k und (n-k) gleichen = n = L
k k'(n—k)!
bzw.

mit k; bis k, gleichen p - n!
Elementen k k1 | k2 I kn |

Esgilt: n!=n-(n—1)! und 0!=1

» Bei Betrachtung einer Teilauswahl von k Elementen:

Variation Kombination bzw.
(mit Beachtung der Stichprobe
Anordnung innerhalb der (ohne Beachtung der
Teilauswahl) Anordnung innerhalb der
Teilauswahl)
mit Wiederholung bzw. Vv =n" . n+k—1
»wZuriicklegen " Sox = A
ohne Wiederholung bzw. v n! n n!
»Zuriicklegen‘ nk (n —k)! e =T m

n
Fiir den Binomialkoeffizienten ( j gelten die folgenden Beziehungen:

B ()
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4. Erwartungswert / Varianz diskreter und stetiger Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen

» Erwartungswert:
k
E(X)=) x;- f(x)
j=1

> Varianz :
VAR(X)=Y[x,—~E(X)] - f(x,) oder Y x> f(x)-[EX)]
J=1 j=1

» Verteilungsfunktion:

0 fiir X < x,

F(xj) (X<x) Zf( )fijerSXSxk
I fir X > x,

Stetige Zufallsvariablen

» Erwartungswert:

+oo

E(X)= jx-f(x)dx
> Varianz :
VAR(X) = T[x—E(X)]z - f(x)dx oder VAR(X)= sz fdx-[Ex)]

» Verteilungsfunktion:

Flx)=P(x <3)= [ Fx)as

* Fiir die Standardabweichung gilt: s = \/VAR(X)
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3.

>

Binomialverteilung

Wahrscheinlichkeitsfunktion:

Verteilungsfunktion:

Aufgrund der Symmetrieeigenschaft gilt: B(k,,n, p) = B(n—k,,n,1-p)

(Die Symmetrie bezieht sich allerdings nicht auf die Form der Wahrscheinlichkeitsfunktion f (k,, ).

Diese ist bis auf p = 0,5 asymmetrisch.)

Erwartungswert: E(K)=n-p
Varianz: VAR(K)=n-p(1-p)
Standardabweichung: 5= \/VAR (K)= \/n -p(1-p)

Approximation durch Normalverteilung:

> Dbei absoluten Werten &

B(k,n,p)%N(x,n-p,\/n'p(l—]?))

Bedingung: n-p(1-p)=9
Erforderliche Parameter fiir die (Standard-)Normalverteilung:
Mg =n-p oy =yn-p(l-p)

Stetigkeitskorrektur:
(Auf diese Korrektur kann verzichtet werden, wenn n > 1000 )

P(K <k,)— P(X <x,)mit x, =k, +0,5
P(K 2k,)— P(X 2 x,) mit x, =k,—0,5
P(K <k,)— P(X <x,)mit x,=k,—0,5
P(K >k,)— P(X >x,)mit x,=k,+0,5
Transformation in die standardnormalverteilte Zufallsvariable Z :
1
kt——n-p

_ XM 2

TG (B) Jup(-p)(EF)
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» bei Anteilswerten p (: Ej
n

Bedingung: n-7(1-7)>9
Erforderliche Parameter fiir die (Standard-)Normalverteilung:

r(1-7)

n

ﬂp:]‘[ O-p:

Stetigkeitskorrektur:
(Auf diese Korrektur kann verzichtet werden, wenn n > 1000 )

) 1
P(p<p,)— P(X <x,)mit x, =pO+E

) 1
P(p=2p,)— P(X 2x,)mit x, =p0—5
) 1
P(p<p,)— P(X <x,)mit x, =p0—5

P(p>p,)— P(X >x,)mit xo:l’o‘*‘%
n

Transformation in die standardnormalverteilte Zufallsvariable Z :

1
L xo_,U,, _ pi%—ﬂ'
" o,(Ef) [z(1-7)
=) (i)

Der Endlichkeitsfaktor (Ef )= N—’; wird nur dann beriicksichtigt, wenn % >0,05.
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6. Normalverteilung / Standardnormalverteilung

Normalverteilung
e
> Dichtefunktion: f(x)= e ?
ovN2r
X i [x—ﬂjz
» Verteilungsfunktion: F(x )_p(X <x )_ J' Le 29 ) dx
0 0 o\orx
> Erwartungswert: E(X)=u
> Varianz: VAR(X)=0"
» Standardabweichung: o =,/VAR(X) = Jo?

Standardnormalverteilung

> Dichtefunktion :

» Verteilungsfunktion:

» Erwartungswert:

> Varianz:

» Standardabweichung:

Standardisierung

fe)=e 2
2
F(z,)=P(Z <z, ):]QLeé(“)zdz
0 0 wm
E(Z)=u, =0
VAR(Z)=0" =1

einer normalverteilten Zufallsvariable

> Jede beliebige normalverteilte Zufallsvariable X ~ N (4;0) lésst sich standardisieren zu

Z~N(0;1): Zy = e (Z-Transformation)
o
—>X,=U+Z, 0
Es gilt:
F(x)=P(X<x))=F(z)=P(Z<z) also: P(X Sxo):P(ZS xo—ﬂj
o
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T X 2 .Verteilung
> Definition: =7z
> Erwartungswert: E(x’)=¢
» Varianz: VAR (Zz ) =2¢

» Modus: Mod(;(z):¢—2 fir 9 >2

¢ = Anzahl der Freiheitsgrade

» Bedingung zur Approximation durch die Standardnormalverteilung: ¢ =30
» Transformation in die standardnormalverteilte Zufallsvariable Z : Z =2y —2¢0-1
2
(z+20-1)
CATTT

> Diese Verteilung findet Anwendung beim Induktionsschluss von der Varianz der Stichprobe”
auf die Varianz der Grundgesamtheit.

8. t-Verteilung

> Definition: e Z Z = standardnormalverteilte Zufallsvariable
U U = y*-verteilte Zufallsvariable
1 ¢ = Anzahl der Freiheitsgrade

» Erwartungswert: E(t)=0 fur ¢ =2

> Varianz: VAR(t) = ¢2 fir >3
» Bedingung zur Approximation durch die Standardnormalverteilung: ¢ =30
» Transformation in die standardnormalverteilte Zufallsvariable Z : ty = 2,

> Diese Verteilung findet Anwendung beim Induktionsschluss vom Mittelwert der Stichprobe”
auf den Mittelwert der Grundgesamtheit.

" Fiir kleine Stichproben mit 1 < 30.
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9. Vorgehensweise bei Hypothesentests

1. Welcher Parameter ( X, s, p) soll getestet werden?

2. Formulierung der Hypothesen H,, und H, (formal und inhaltlich)

» Bereichshypothesen

Linksseitiger Test: (links Ablehnungsbereich, rechts Annahmebereich)

" Hyipzp, Hy i< p,
 H,.020, H .o<o0,
» H,:mz2nx, H, :m<mr,

Rechtsseitiger Test: (rechts Ablehnungsbereich, links Annahmebereich)

" Hyipsp, H,:p>pu,
 H,.0<0, H :0>o0,
 H,:m<x, H :7w>r,

» Punkthypothese

Zweiseitiger Test: (zwei duBere Ablehnungsbereiche)

" Hy:ip=p, H,:p# u,
» H,.0=0, H :o#o0,
» H,:m=nx, H rm+x,

3. Berechnung der Zuriickweisungspunkte bei einem gegebenen Signifikanzniveau ¢ .

» Siehe Tabelle 1-3, 3. Spalte

4. Fillt das Stichprobenergebnis in den Annahme- bzw. Ablehnungsbereich von H?
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5. Ggf. Skizzierung der Ergebnisse.

6. Antwort. (Annahme oder Ablehnung von H )

12

Hypothese Ablehnung von H;, wenn | Annahme von H , wenn

H,:u>u, X<X, X>X,
Linksseitiger Test H,:6>0, §<3. §>8

H,:w27, Psp, P>p,

H,: 1<y, X>X, X<X,
Rechtsseitiger Test H,:0<0, §>3 §<§

H,.m<rm, p2p, pP<p,

H,: u=u, )?S)?rl oderYZer )?r]<)?<)?r
Zweiseltiger Test |, & §<5. oder §23, 5, <i<s,

H,.m=x, psp, oder p2p P, <p<p,

Die Risiken beim Hypothesentest
» « -Fehler: Eine richtige Hypothese wird filschlicherweise abgelehnt.

» [ -Fehler: Eine falsche Hypothese wird irrtiimlicherweise angenommen.
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10. ¥ 2 -Unabhingigkeitstest

Mit diesem Test wird iiberpriift, ob zwei Variablen voneinander statistisch unabhdngig sind, bzw. ob
zwischen ihnen ein Zusammenhang besteht.

» Die Hypothesen lauteten:

H: Die Variablen sind statistisch unabhdngig voneinander.

H,: Die Variablen sind statistisch abhdingig voneinander.

also:
Hy: *=0
H: y*>0

» Der Zuriickweisungspunkt 7(0210, sder Hypothese H wird unmittelbar durch ein gegebenes

Signifikanzniveau ¢, und die Anzahl der Freiheitsgrade ¢ bestimmt.

¢=(z=1)(s-1)
z = Anzahl der Zeilen in der Kontingenz-/Indifferenztabelle
s = Anzahl der Spalten in der Kontingenz-/Indifferenztabelle

> Anhand der Kontingenz- und Indifferenztabelle wird das KontingenzmaB x> berechnet:

2

12 — 2 (fb_-fe)

b,e=1 ‘fe

f, = Anzahl der absoluten empirischen Hdufigkeiten aus der Kontingenztabelle

f, = Anzahl der absoluten theoretisch erwarteten Héufigkeiten aus der Indifferenztabelle

> Dabei ist zu beachten, dass ;(2 nur auf der Basis von absoluten Werten und nicht auf der Basis
von relativen bzw. prozentualen Werten berechnet wird.

» Des Weiteren miissen die Daten in geeigneter Weise klassiert werden, falls eine oder mehrere
Zellen der Indifferenztabelle einen Wert <35 erhilt.

> Die Hypothese H,, wird

.2 2
angenommen, Wenn:  ¥o,ocmen < Koo

) 2
bzw. verworfen, wenn: Xverechner) > }{ao’ 9
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11. 2 -Anpassungstest

Mit diesem Test ldsst sich priifen, ob und inwieweit eine gegebene empirische Verteilung einer
bestimmten theoretischen Verteilun(g'1 entspricht.

» Die Hypothesen lauteten:

H : Die empirische Verteilung entspricht der theoretischen Verteilung.

H,: Die empirische Verteilung entspricht nicht der theoretischen Verteilung.

also:
Hy: y*=0
H: 7*>0

» Der Zuriickweisungspunkt }(éo, sder Hypothese H, wird unmittelbar durch ein gegebenes

Signifikanzniveau ¢, und die Anzahl der Freiheitsgrade ¢ bestimmt.

o=k-1
k =Anzahl der Spalten (bzw. der Zeilen)

> Analog zum Unabhiingigkeitstest wird das MaB ¥ berechnet:

2

2 _ : (fb_fe)
X . 7

b,e

f, = Anzahl der absoluten Haufigkeiten der empirischen Verteilung

f, = Anzahl der absoluten Hiufigkeiten der theoretischen Verteilung

» Wie beim zz-Unabhéingigkeitstest (S.11) ist hier zu beachten, dass ;(2 immer nur auf der
Basis von absoluten Werten berechnet wird und u.U. eine Klassenbildung notwendig ist.

> Die Hypothese H,, wird

.2 2
angenommen, Wenn:  ¥o,,.cmen < Koo

) 2
bzw. verworfen, wenn: Xverechner) > }{ao’ #

" Denkbar sind u.a.: Normalverteilung, t-Verteilung, Poisson-Verteilung oder die Gleichverteilung.
© Matthias Gennat 09/2006
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12. Vorgehensweise bei Konfidenzschitzungen

1. Welcher Parameter (4, o, 7)soll geschiitzt werden?
2. Berechnung der Grenzen des Konfidenzintervalls bei gegebenem Konfidenzniveau (1—a)

» Siehe Tabelle 1-3, 4. Spalte

3. Antwort. (Aufstellung des geschitzten Intervalls, in welchem der Parameter der
Grundgesamtheit bei einem gegebenen Konfidenzniveau liegt)

13. Stichprobenumfang » und Schitzfehler

Bei einer Intervallschitzung ergibt sich der benétigte Stichprobenumfang n bei gegebenem - das
Konfidenzniveau (1-¢, ) nicht iiberschreitenden - maximalen Schitzfehler e wie folgt:

ZZ ‘0_2
fiir Mittelwerte 4 : n= “"/2—2 mite=X -
e
. Zy,w(l-7)
fiir Anteilswerte 7 : n=—=————- mite=p-7
e

Besteht bei der Schitzung von 7 Unsicherheit, so kann 7 =0,5
verwendet werden.
2
Zozt /2 '(0’5)

0

2
e

Die Varianz und der Stichprobenumfang werden somit maximal.
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Tabelle 1: Test- und SchiitzgroBe: Arithmetisches Mittel (X , ,u)

16

Bedingungen / tabellierte Priifgrofe Zuriickweisungspunkte (Hypothesentest) Konfidenzbereich
Verteilung der Priifgrofie
o ist bekannt linksseitiger Test
X-u = o : K[ <u<i)=1-¢
— Normalverteilung Z= o (Ef) X, =ly=2,, ﬁ(Ef ) i zweiseitiger Test 4 ] 0
—(Ef b o
mit g, = Jn X =p+7  C(ERY . o o
He=H rechtsseitiger Test b #o @ol2 \/;( f) a,=X iZoz"/z ﬁ(Ef)
o — o = (o |
o5 = =u+7— X =u,+72, —(E
Jn =>X=uxZ n(Ef) P = Hy an\/;( f)
o ist unbekannt und n > 30 linksseitiger Test
_ )?—,u = s ! KﬂSﬂSﬂ, =l-a
— Normalverteilung Z= R X, =ty Za(, ﬁ(Ef ) i zweiseitiger Test 4 ] 0
it uy = W(Ef) i)? =u+Z $ (Ef) - 5
it = T N R G
§ _ $ = K
op=— X=u+tz——(Ef) | X, =#o+Z, —=(Ef
T =>X=u JZ( f) 0 e, \/;( )

o ist unbekannt und n <30

—t-Verteilung

mit g=n-1

linksseitiger Test

= s

X =p,—t, —(Ef
0 a, (n ( )

rechtsseitiger Test

0ﬁ(Ef)

XV:/uUJ’-ta

| zweiseitiger Test

D= ki
Xrl_z :/uoitao/zﬁ(Ef)

K[ spusi)=1-a,

‘h)

/Jl,zz)?i

ta‘,/z \m (Ef)

> Der Endlichkeitsfaktor (Ef )=

» Ist o unbekannt, wird es durch § =

|=

n—1

-§ geschiitzt.

© Matthias Gennat 09/2006




Tabelle 2: Test- und SchiitzgréBe: Standardabweichung (3, o)

17

Bedingungen /
Verteilung der Priifgrofie

tabellierte Priifgrofie

Zuriickweisungspunkte (Hypothesentest)

Konfidenzbereich

n<30 linksseitiger Test :
Izzn—zl 2 . izweiseitigerTest K[é‘ SCTSsz]:l—O!O
2
— X -Verteilung o 5 = O'ol;t,z(l?a y g
n-— 0 [ 0,2 _
mit g=n—1 . o DS = n_lll—a0/2.¢ 5, = n21§2
e o
§ n—1 x rechtsseitiger Test ! und Za
i ’ 2
2 N 0, 2 n—-1 .,
A 0 2 ! sr = 71 . =
S, = n_ll .9 ; : n—1 %/20 : le,an/z
n>30 linksseitiger Test :
7= /2 2_ ho_1 izweiseitigerTest Kl6. <o<6. 1=1-a
— Normalverteilung z ¢ 20-1-27, [ : 2} 0
. §,=—F=—=—""0, 20-1-7
mit also: 29 §.= 4 w2 ) 5 S\@
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, V29 ¢ 2014z,
E( 20" ) =,2¢-1 7= 27?52 _ (2¢_1 rechtsseitiger Test und
o? !
20-1+27
vaR({277 ) =1 Nz, 5’2:W%

1/2¢—1J_rza
V20
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Tabelle 3: Test- und SchétzgroBie: Anteilswert (p, 7)

18

Bedingungen /
Verteilung der Priifgrofie

tabellierte Priifgrofie

Zuriickweisungspunkte (Hypothesentest)

Konfidenzbereich

n-rz(l-7)<9

— Binomialverteilung
mit
E(K)=n7w

VAR(K)=n-z(1-7)

P(k):(Zerk (1-z)"*

linksseitiger Test
P(K<k,)=a,

rechtsseitiger Test
P (K > kr) =,

zweiseitiger Test
P(K<k,)=a,/2 und P(K 2k,,)=0a,/2

Keine sinnvolle Schitzung moglich.

n'71'(1—7l')29

linksseitiger Test

Der Endlichkeitsfaktor (Ef )=

wird nur dann beriicksichtigt, wenn % >0,05.

. 1—
— Normalverteilung pr_”t)_[zl-'—za(, 7y ( ﬂ'o)(Ef)]
n
K+l nz K[# <x<i,]=1-q,
o L = |
a) fu'rt K x 2) n- ﬂ-( 1— 7[) ( Ef) rechtsseitiger Test
mi =n- (-
e T,=p* L+Zoz/2 rd p)(Ef)
o =n-7(1-7) ' 2n P\ n
K 1 7y (1 ”0)
p, =7+ 7+Za (Ef)
2 ’ n
pii—ﬂ _________________________________________________________________
. b) Z = 2n zweiseitiger Test
b) fiir p z(1-7)
; - — E]
= T TR I v (e P
Up:
n
N-n
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Tabelle 4: Binomialverteilung —
Wabhrscheinlichkeitsfunktion

x n—k;
P(K=k)=| |p"(1=p)
i
n k 0,010 0,050 0,100 0,150 0,200 0,250 0,300 0,400 0,500
1 0] 0,9900 0,9500 0,9000 0,8500 0,8000 0,7500 0,7000 0,6000 0,5000
1| 0,0100 0,0500 0,1000 0,1500 0,2000 0,2500 0,3000 0,4000 0,5000
2 0| 0,9801 09025 0,8100 0,7225 0,6400 0,5625 0,4900 0,3600 0,2500
1] 0,0198 0,0950 0,1800 0,2550 10,3200 0,3750 0,4200 0,4800 0,5000
2| 0,0001 0,0025 0,0100 0,0225 0,0400 0,0625 0,0900 0,1600 0,2500
3 0] 09703 10,8574 0,7290 0,6141 0,5120 0,4219 0,3430 0,2160 0,1250
1] 0,0294 0,1354 10,2430 0,3251 10,3840 0,4219 0,4410 0,4320 0,3750
2| 0,0003 0,007t 0,0270 0,0574 0,0960 0,1406 0,1890 0,2880 0,3750
3] 0,0000 0,0001 0,0010 0,0034 0,0080 0,0156 0,0270 0,0640 0,1250
4 0| 09606 0,8145 0,6561 0,5220 0,4096 0,3164 0,2401 0,1296 0,0625
1] 0,0388 0,1715 0,2916 0,3685 0,4096 0,4219 0,4116 0,3456 0,2500
2| 0,0006 0,0135 0,0486 0,0975 0,1536 0,2109 0,2646 0,3456 0,3750
3] 0,0000 0,0005 0,0036 0,0115 0,0256 0,0469 0,0756 0,1536 0,2500
4| 0,0000 0,0000 0,0001 0,0005 0,0016 0,0039 0,0081 0,0256 0,0625
5 0] 09510 0,7738 0,5905 0,4437 0,3277 0,2373 0,1681 0,0778 0,0313
1] 0,0480 0,2036 0,3281 0,3915 0,4096 0,3955 0,3602 0,2592 0,1563
2| 0,0010 0,0214 0,0729 10,1382 0,2048 0,2637 0,3087 0,3456 0,3125
3] 0,0000 0,0011 0,0081 0,0244 0,0512 0,0879 0,1323 0,2304 0,3125
4| 0,0000 0,0000 0,0005 0,0022 0,0064 0,0146 0,0284 0,0768 0,1563
5] 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0003 0,0010 0,0024 0,0102 0,0313

]

0,010

0,050

0,100

0,150

0,200

0,250

0,300

0,400
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0,500
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0,9415
0,0571
0,0014
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,9321
0,0659
0,0020
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,9227
0,0746
0,0026
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,7351
0,2321
0,0305
0,0021
0,0001
0,0000
0,0000

0,6983
0,2573
0,0406
0,0036
0,0002
0,0000
0,0000
0,0000

0,6634
0,2793
0,0515
0,0054
0,0004
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,5314
0,3543
0,0984
0,0146
0,0012
0,0001
0,0000

0,4783
0,3720
0,1240
0,0230
0,0026
0,0002
0,0000
0,0000

0,4305
0,3826
0,1488
0,0331
0,0046
0,0004
0,0000
0,0000
0,0000

0,3771
0,3993
0,1762
0,0415
0,0055
0,0004
0,0000

0,3206
0,3960
0,2097
0,0617
0,0109
0,0012
0,0001
0,0000

0,2725
0,3847
0,2376
0,0839
0,0185
0,0026
0,0002
0,0000
0,0000

0,2621
0,3932
0,2458
0,0819
0,0154
0,0015
0,0001

0,2097
0,3670
0,2753
0,1147
0,0287
0,0043
0,0004
0,0000

0,1678
0,3355
0,2936
0,1468
0,0459
0,0092
0,0011
0,0001
0,0000

0,1780
0,3560
0,2966
0,1318
0,0330
0,0044
0,0002

0,1335
0,3115
0,3115
0,1730
0,0577
0,0115
0,0013
0,0001

0,1001
0,2670
0,3115
0,2076
0,0865
0,0231
0,0038
0,0004
0,0000

0,1176
0,3025
0,3241
0,1852
0,0595
0,0102
0,0007

0,0824
0,2471
0,3177
0,2269
0,0972
0,0250
0,0036
0,0002

0,0576
0,1977
0,2965
0,2541
0,1361
0,0467
0,0100
0,0012
0,0001

0,0467
0,1866
0,3110
0,2765
0,1382
0,0369
0,0041

0,0280
0,1306
0,2613
0,2903
0,1935
0,0774
0,0172
0,0016

0,0168
0,0896
0,2090
0,2787
0,2322
0,1239
0,0413
0,0079
0,0007

0,0156
0,0938
0,2344
0,3125
0,2344
0,0938
0,0156

0,0078
0,0547
0,1641
0,2734
0,2734
0,1641
0,0547
0,0078

0,0039
0,0313
0,1094
0,2188
0,2734
0,2188
0,1094
0,0313
0,0039
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k 0,010 0,050 0,100 0,150 0,200 0,250 0,300 0,400 0,500 0,010 0,050 0,100 0,150 0,200 0,250 0,300 0,400 0,500
0| 09135 06302 0,3874 0,2316 0,1342 0,0751 0,0404 0,0101 0,0020 0| 08864 0,5404 0,2824 0,1422 0,0687 0,0317 10,0138 0,0022 0,0002
1] 0,0830 0,2985 0,3874 0,3679 0,3020 0,2253 0,1556 0,0605 0,0176 1] 0,1074 10,3413 10,3766 0,3012 0,2062 0,1267 0,0712 0,0174 0,0029
2| 0,0034 00629 0,722 0,2597 0,3020 0,3003 0,2668 0,1612 0,0703 2| 0,0060 0,0988 0,2301 0,2924 0,2835 10,2323 0,1678 0,0639 0,0161
3| 0,0001 0,0077 0,0446 0,069 0,1762 0,2336 0,2668 0,2508 0,1641 3| 0,0002 0,0173 0,0852 0,1720 0,2362 0,2581 0,2397 0,1419 0,0537
4| 0,0000 0,0006 0,0074 0,0283 0,0661 0,1168 0,1715 0,2508 0,2461 41 0,0000 0,0021 0,0213 0,0683 0,1329 10,1936 0,2311 0,2128 0,1208
5| 0,0000 0,0000 0,0008 0,0050 0,0165 0,0389 0,0735 0,1672 0,2461 5| 0,0000 0,0002 0,0038 0,0193 0,0532 0,1032 10,1585 0,2270 0,1934
6| 0,0000 0,0000 0,0001 0,0006 0,0028 0,0087 0,0210 0,0743 0,1641 6| 0,0000 0,0000 0,0005 0,0040 0,0155 0,0401 0,0792 0,1766 0,2256
7| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0003 0,002 0,0039 0,0212 0,0703 7| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0006 0,0033 0,0115 0,0291 0,1009 0,1934
8| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0004 0,0035 0,0176 8| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,00065 0,0024 0,0078 0,0420 0,1208
9| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0003 0,0020 9| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0004 0,005 0,0125 0,0537
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0025 0,0161
0| 09044 0,5987 0,3487 0,1969 0,1074 0,0563 0,0282 0,0060 0,0010 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0003 0,0029
1] 0,0914 03151 0,3874 0,3474 0,2684 0,1877 0,1211 0,0403 0,0098 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002
2| 0,0042 0,0746 0,1937 0,2759 0,3020 0,2816 0,2335 0,1209 0,0439
3| 0,0001 0,0105 0,0574 0,1298 0,2013 0,2503 0,2668 0,2150 0,1172 0| 08775 10,5133 0,2542 0,1209 0,0550 0,0238 0,0097 0,0013 0,0001
4| 0,0000 0,0010 0,0112 0,0401 0,0881 0,1460 0,2001 0,2508 0,2051 1| o0,1152 03512 10,3672 0,2774 10,1787 0,1029 0,0540 10,0113 0,0016
5| 0,0000 0,0001 0,0015 0,0085 0,0264 0,0584 0,1029 0,2007 0,2461 2| 0,0070 0,1109 0,2448 0,2937 10,2680 0,2059 0,1388 0,0453 0,0095
6| 0,0000 0,0000 0,0001 0,002 0,0055 0,0162 0,0368 0,1115 0,2051 3| 0,0003 0,0214 0,0997 0,1900 0,2457 0,2517 0,2181 0,1107 0,0349
7| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0008 0,0031 0,0090 0,0425 0,1172 4| 0,0000 0,0028 0,0277 0,0838 0,1535 0,2097 0,2337 0,1845 0,0873
8| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0004 0,0014 0,0106 0,0439 5| 0,0000 0,0003 0,0055 0,0266 0,0691 0,1258 0,1803 0,2214 0,1571
9| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0016 0,0098 6| 0,0000 0,0000 0,0008 0,0063 0,0230 0,0559 0,1030 0,1968 0,2095
10| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0010 7| 0,0000 0,0000 0,000t 0,0011 0,0058 0,0186 0,0442 0,1312 0,2095
8| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0011 0,0047 0,0142 0,0656 0,1571
0| 08953 05688 0,3138 0,1673 0,0859 0,0422 0,0198 0,0036 0,0005 9| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0009 0,0034 0,0243 0,0873
1] 0,0995 10,3293 10,3835 10,3248 0,2362 0,1549 0,0932 0,0266 0,0054 10| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0006 0,0065 0,0349
2| 0,0050 0,0867 0,2131 0,2866 0,2953 0,2581 0,1998 0,0887 0,0269 11] 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0012 0,0095
3| 0,0002 0,0137 0,0710 0,517 0,2215 0,2581 0,2568 0,1774 0,0806 12| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0016
4| 0,0000 0,0014 0,0158 0,0536 0,1107 0,721 0,2201 0,2365 0,1611 13] 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001
5| 0,0000 0,0001 0,0025 0,0132 0,0388 0,0803 0,1321 0,2207 0,2256
6| 0,0000 0,0000 0,0003 0,0023 0,0097 0,0268 0,0566 0,1471 0,2256
7| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0003 0,007 0,0064 0,0173 0,0701 0,1611
8| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0011 0,0037 0,0234 0,0806
9| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0005 0,0052 0,0269
10| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0007 0,0054
11] 10,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0005
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n_k 0,010 0,050 0,100 0,150 0,200 0,250 0,300 _ 0,400 _ 0,500 n_k 0,010 0,050 0,100 0,150 0,200 0,250 0,300 _ 0,400 0,500
14 0| 08687 0,4877 0,2288 0,1028 0,0440 0,0178 0,0068 0,0008 0,0001 20 0| 08179 10,3585 0,1216 0,0388 0,0115 0,0032 0,0008 0,0000 0,0000
1] 0,1229 10,3593 0,3559 10,2539 10,1539 0,0832 0,0407 0,0073 0,0009 1] 0,1652 10,3774 0,2702 0,1368 0,0576 0,0211 0,0068 0,0005 0,0000
2| 0,0081 0,229 10,2570 0,2912 0,2501 0,1802 0,1134 0,0317 0,0056 2| 0,0159 0,1887 10,2852 0,2293 10,1369 0,0669 0,0278 0,0031 0,0002
3| 0,0003 0,0259 0,1142 10,2056 0,2501 0,2402 0,1943 0,0845 0,0222 3| 0,0010 0,0596 0,1901 0,2428 0,2054 0,1339 10,0716 0,0123 0,0011
4| 0,0000 0,0037 0,0349 0,0998 0,1720 0,2202 0,2290 0,1549 0,0611 4| 0,0000 0,0133 0,0898 0,821 0,2182 0,1897 10,1304 0,0350 0,0046
5| 0,0000 0,0004 0,0078 0,0352 0,0860 0,1468 0,1963 0,2066 0,1222 5| 0,0000 0,0022 0,0319 0,1028 0,1746 0,2023 0,1789 0,0746 0,0148
6| 0,0000 0,0000 0,0013 0,0093 0,0322 0,0734 0,1262 0,2066 0,1833 6| 0,0000 0,0003 0,0089 0,0454 0,1091 0,1686 0,1916 0,1244 0,0370
7] 0,0000 0,0000 0,0002 0,0019 0,0092 0,0280 0,0618 0,1574 0,2095 7] 0,0000 0,0000 0,0020 0,060 0,0545 0,1124 0,1643 0,1659 0,0739
8| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0003 0,0020 0,0082 0,0232 0,0918 0,1833 8| 0,0000 0,0000 0,0004 0,0046 0,0222 0,0609 0,1144 0,1797 0,1201
9| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0003 0,0018 0,0066 0,0408 0,1222 9| 0,0000 0,0000 0,0001 0,0011 0,0074 0,0271 0,0654 0,1597 0,1602
10] 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0003 0,0014 0,0136 0,0611 10| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0020 0,0099 0,0308 0,1171 10,1762
11] 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0033 0,0222 11] 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0005 0,0030 0,020 0,0710 0,1602
12| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0005 0,0056 12| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0008 0,0039 0,0355 0,1201
13| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0009 13| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0010 0,0146 0,0739
14] 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 14| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0049 0,0370
15| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0013 0,0148
15 0| 0,8601 10,4633 0,2059 0,0874 10,0852 0,0134 0,0047 0,0005 0,0000 16| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0003 0,0046
1] 0,1303 10,3658 0,3432 10,2312 0,1319 0,0668 0,0305 0,0047 0,0005 17| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0011
2| 0,0092 0,1348 0,2669 0,2856 0,2309 0,1559 0,0916 0,0219 0,0032 18] 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002
3| 0,0004 0,0307 0,1285 0,2184 0,2501 0,2252 0,1700 0,0634 0,0139 19| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
4| 0,0000 0,0049 0,0428 0,1156 0,1876 0,2252 0,2186 0,1268 0,0417 20| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
5| 0,0000 0,0006 0,0105 0,0449 0,1032 0,1651 0,2061 0,1859 0,0916
6| 0,0000 0,0000 0,0019 0,0132 0,0430 0,0917 0,1472 0,2066 0,1527
7| 0,0000 0,0000 0,0003 0,0030 0,0138 0,0393 0,0811 0,1771 0,1964
8| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0005 0,0035 0,0131 0,0348 0,1181 0,1964
9| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0007 0,0034 0,0116 0,0612 0,1527
10| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0007 0,0030 0,0245 0,0916
11] 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0006 0,0074 0,0417
12| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0016 0,0139
13| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0003 0,0032
14| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0005
15] 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
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Tabelle 5: Z% - und Z, ,-Werte fiir giingige Signifikanzniveaus und

Konfidenzniveaus (1 — ZOJ0 )

P (Z 2Z, ) =q, beim einseitigen Hypothesentest bzw.

P (Z 2Z, /2) =a,/2 beim zweiseitigen Hypothesentest und bei Konfidenzschitzungen.

aO Zao Za0/2
0,1 10% 1,28 1,65
0,05 5% 1,65 1,96
0,01 1% 2,33 2,58

Beispiel: Standardnormalverteilung mit Z, =1,50

1-a,=0,933193 o, =0,066807
(siehe Tabelle 7) (siehe Tabelle 6)
f(z) N A
o N 7 N
|.4 |
Jo=1
@.2 |
H.8 | | 1 |
-4.8 -2.® B.@ 2.8 4.8 Z,
“ s
Zao =1,50
Anmerkung:

Tabelle 6 entspricht Tabelle 9.3 (S. 386) in Litz, H. P.: Statistische Methoden in den Wirtschafts-
und Sozialwissenschaften, 3. Aufl., Miinchen 2003
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Tabelle 6: Standardnormalverteilung — Randwahrscheinlichkeiten

P(Z2z))=1-F(zy)=c fiir 75 >0
z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,500000 0,496011 0,492022 0,488033 0,484047 0,480061 0,476078 0,472097 0,468119 0,464144
0,1 0,460172 0,456205 0,452242 0,448283 0,444330 0,440382 0,436441 0,432505 0,428576 0,424655
0,2 0,420740 0,416834 0,412936 0,409046 0,405165 0,401294 0,397432 0,393580 0,389739 0,385908
0,3 0,382089 0,378281 0,374484 0,370700 0,366928 0,363169 0,359424 0,355691 0,351973 0,348268
0,4 0,344578 0,340903 0,337243 0,333598 0,329969 0,326355 0,322758 0,319178 0,315614 0,312067
0,5 0,308538 0,305026 0,301532 0,298056 0,294598 0,291160 0,287740 0,284339 0,280957 0,277595
0,6 0,274253 0,270931 0,267629 0,264347 0,261086 0,257846 0,254627 0,251429 0,248252  0,245097
0,7 0,241964 0,238852 0,235762 0,232695 0,229650 0,226627 0,223627 0,220650 0,217695 0,214764
0,8 0,211855 0,208970 0,206108 0,203269  0,200454 0,197662 0,194894 0,192150 0,189430 0,186733
0,9 0,184060 0,181411 0,178786 0,176186 0,173609 0,171056 0,168528 0,166023 0,163543 0,161087
1,0 0,158655 0,156248 0,153864 0,151505 0,149170 0,146859 0,144572 0,142310 0,140071 0,137857
1,1 0,135666 0,133500 0,131357 0,129238 0,127143 0,125072 0,123024 0,121001 0,119000 0,117023
1,2 0,115070  0,113140 0,111233 0,109349 0,107488 0,105650 0,103835 0,102042 0,100273 0,098525
1,3 0,096801 0,095098 0,093418 0,091759 0,090123 0,088508 0,086915 0,085344 0,083793 0,082264
1,4 0,080757 0,079270 0,077804 0,076359 0,074934 0,073529 0,072145 0,070781 0,069437 0,068112
1,5 0,066807 0,065522 0,064256 0,063008 0,061780 0,060571 0,059380 0,058208 0,057053 0,055917
1,6 0,054799 0,053699 0,052616 0,051551 0,050503 0,049471 0,048457 0,047460 0,046479 0,045514
1,7 0,044565 0,043633 0,042716 0,041815 0,040929 0,040059 0,039204 0,038364 0,037538 0,036727
1,8 0,035930 0,035148 0,034379 0,033625 0,032884 0,032157 0,031443 0,030742 0,030054 0,029379
1,9 0,028716  0,028067 0,027429 0,026803 0,026190 0,025588 0,024998 0,024419 0,023852 0,023295
2,0 0,022750 0,022216 0,021692 0,021178 0,020675 0,020182 0,019699 0,019226 0,018763 0,018309
2,1 0,017864 0,017429 0,017003 0,016586 0,016177 0,015778 0,015386 0,015003 0,014629 0,014262
2,2 0,013903 0,013553 0,013209 0,012874 0,012545 0,012224 0,011911  0,011604 0,011304 0,011011
23 0,010724  0,010444 0,010170 0,009903 0,009642 0,009387 0,009137 0,008894 0,008656 0,008424
24 0,008198 0,007976 0,007760 0,007549 0,007344 0,007143 0,006947 0,006756 0,006569 0,006387
25 0,006210 0,006037 0,005868 0,005703 0,005543 0,005386 0,005234 0,005085 0,004940 0,004799
2,6 0,004661 0,004527 0,004397 0,004269 0,004145 0,004025 0,003907 0,003793 0,003681 0,003573
27 0,003467 0,003364 0,003264 0,003167 0,003072 0,002980 0,002890 0,002803 0,002718 0,002635
2,8 0,002555 0,002477 0,002401  0,002327  0,002256 0,002186 0,002118 0,002052 0,001988 0,001926
2,9 0,001866 0,001807 0,001750 0,001695 0,001641 0,001589 0,001538 0,001483 0,001441 0,001395
3,0 0,001350 0,001306 0,001264 0,001223 0,001183 0,001144 0,001107 0,001070 0,001035 0,001001
3,1 0,000968 0,000936 0,000904 0,000874 0,000845 0,000816 0,000789 0,000762 0,000736 0,000711
3,2 0,000687  0,000664 0,000641 0,000619 0,000598 0,000577 0,000557 0,000538 0,000519 0,000501
3,3 0,000483 0,000467 0,000450 0,000434 0,000419 0,000404 0,000390 0,000376 0,000362 0,000350
3,4 0,000337 0,000325 0,000313 0,000302 0,000291  0,000280 0,000270 0,000260 0,000251 0,000242
3,5 0,000233 0,000224 0,000216 0,000208 0,000200 0,000193 0,000185 0,000179 0,000172 0,000165
3,6 0,000159 0,000153 0,000147 0,000142 0,000136 0,000131 0,000126 0,000121 0,000117 0,000112
3,7 0,000108 0,000104 0,000100 0,000096 0,000092 0,000088 0,000085 0,000082 0,000078 0,000075
3,8 0,000072  0,000070 0,000067 0,000064 0,000062 0,000059 0,000057 0,000054 0,000052 0,000050
3,9 0,000048 0,000046 0,000044 0,000042 0,000041 0,000039 0,000037 0,000036 0,000034 0,000033
4,0 0,000032 0,000030 0,000029 0,000028 0,000027 0,000026 0,000025 0,000024 0,000023 0,000022
4,1 0,000021  0,000020 0,000019 0,000018 0,000017 0,000017 0,000016 0,000015 0,000015 0,000014
4,2 0,000013  0,000013 0,000012 0,000012 0,000011 0,000011 0,000010 0,000010 0,000009 0,000009
43 0,000009 0,000008 0,000008 0,000007 0,000007 0,000007 0,000007 0,000006 0,000006 0,000006
4,4 0,000005 0,000005 0,000005 0,000005 0,000005 0,000004 0,000004 0,000004 0,000004 0,000004
4,5 0,000003 0,000003 0,000003 0,000003 0,000003 0,000003 0,000003 0,000002 0,000002 0,000002
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Tabelle 7: Standardnormalverteilung — Ran